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Завдання для вiдбiркових етапiв турнiру∗

Дорогi друзi — юнi шанувальники математики! Деякi
iз задач, що пропонуються нижче, досить складнi i не
обов’язково повиннi бути розв’язанi повнiстю. Оцiнювати-
ся будуть i окремi частковi просування, розбiр суттєвих
окремих випадкiв тощо. У певних ситуацiях вашiй ко-
мандi буде варто поставити й розв’язати аналогiчну, але,
можливо, бiльш просту задачу. Усе це є важливим еле-
ментом турнiрної стратегiї, оскiльки дає пiдстави для
цiкавих i корисних наукових дискусiй. Задачi, якi вида-
ються занадто простими, варто спробувати узагальнити:

це завжди високо оцiнюється журi Турнiру (нехтування ж можливостями
узагальнення iнколи призводить до втрати балiв). Бажаємо вам успiшної
пiдготовки до Турнiру!

1. «Складене число»
Знайдiть таке найменше складене число n, що 2n−1−1 дiлиться без остачi

на n. Чи буде множина всiх таких складених n нескiнченною?

2. «2015»
Для кожного натурального числа n знайдiть усi такi пари натуральних

чисел x i y, що xn − yn = 2015.

3. «Сума найбiльших спiльних дiльникiв»
Дослiдiть, яких значень для натуральних чисел a, b i c може набувати
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вираз
(
a2, b2

)
+ (a, bc) + (b, ca) + (c, ab) (тут (u, v) — найбiльший спiльний

дiльник чисел u ∈ N i v ∈ N).

4. «Функцiональне рiвняння й диференцiйовнiсть»
Знайдiть усi функцiї f : R → R, що задовольняють одночасно такi двi

умови:
а) f (x+ yf(x)) = f(x)f(y) для довiльних x ∈ R i y ∈ R;
б ) функцiю f можна подати у виглядi f(x) = (ϕ(x))2, x ∈ R, де функцiя

ϕ має скiнченну похiдну в точцi x = 0.
Дослiдiть це функцiональне рiвняння для iнших властивостей функцiї f .

5. «Кiлькiсть складiв i сума цифр»
Знайдiть кiлькiсть натуральних чисел, менших за 1000, що мають таку

властивiсть: сума цифр числа в десятковiй системi числення дорiвнює кiль-
костi складiв (тобто голосних лiтер) у його назвi (вiдповiдному числiвнику
української мови).

6. «Країна чотирьох островiв»
На островах A, B i C проживає по 2000 чоловiк, а на островi D — 2015

чоловiк. Щодня в країнi вiдбувається переселення: з одного з островiв пере-
бираються на кожен з решти островiв по однiй людинi. Чи може через певну
кiлькiсть днiв статися так, щоб на островi A опинилося 2015 мешканцiв, а на
островах B, C i D — по 2000 мешканцiв?

7. «Кiлькiсть траєкторiй»
Нехай k, m i n — заданi натуральнi числа, причому |n−m| < k. Коник

хоче з початку координат — точки (0; 0) — дiстатися точки (m;n), рухаючись
стрибками, кожен з яких вiдбувається або на 1 вгору, або ж на 1 праворуч.
Знайдiть кiлькiсть усiх таких траєкторiй коника, якi не мають спiльних точок
з прямими y = x+ k та y = x− k.

8. «Нелiнiйна система рiвнянь»
Розв’яжiть у додатних дiйсних числах x, y i z систему рiвнянь

1

x
− 20y + 15z = 18,

1

y
− 15z + 18x = 20,

1

z
− 18x+ 20y = 15.



9. «Нерiвнiсть для факторiалiв»
Нехай m ∈ N, n ∈ N, m < n. Доведiть, що

n (n!)1/n −m (m!)1/m 6
(n−m)(n+m+ 1)

2

(1! = 1; n! = 1 · 2 · . . . · n, n > 2).

10. «Рiзниця середнiх гармонiчних»
Доведiть, що для довiльних додатних дiйсних чисел a1, a2, . . . , an вико-

нується нерiвнiсть
n

1

1 + a1
+

1

1 + a2
+ . . .+

1

1 + an

− n
1

a1
+

1

a2
+ . . .+

1

an

> 1.

З’ясуйте, коли в такiй нерiвностi досягається рiвнiсть.

11. «Перестановка чисел»
Нехай b1, b2, . . . , bn — довiльна перестановка заданих невiд’ємних дiйсних

чисел a1, a2, . . . , an. Доведiть, що
n∏

i=1

(1 + ai + aibi) 6
n∏

i=1

(
1 + ai + a2i

)
6

n∏
i=1

(
1 + ai + b2i

)
.

12. «Степенево-показникова нерiвнiсть»
Доведiть, що для довiльних дiйсних чисел x > 1, y > 1, z > 1 має мiсце

нерiвнiсть xy + yz + zx 6 xx + yy + zz.
Дослiдiть, для яких ще додатних дiйсних чисел x, y i z виконується ця

нерiвнiсть.

13. «Ще одна нерiвнiсть»
Нехай дiйснi числа x, y i z задовольняють одночасно двi рiвностi:

(x+ y)
(
x2 + y2 + 2z

)
= 1,(

x2 + z
)2

+ z(x+ y)2 = 1.

Доведiть, що тодi виконується нерiвнiсть
(
y2 + z

)2
+ z(x+ y)2 > z.

З’ясуйте, коли в цiй нерiвностi досягається рiвнiсть.

14. «Композицiя тригонометричних функцiй»
Позначимо черезM сукупнiсть функцiй y = sinx, y = arcsinx, y = cosx,

y = arccosx, y = tg x, y = arctg x, y = ctg x, y = arcctg x. Чи iснує таке n ∈ N
i такi функцiї f1 ∈M, f2 ∈M, . . . , fn ∈M, що f1 (f2 (. . . fn (2015) . . .)) = 1?



15. «Восьмивершинний граф»
Яку найбiльшу кiлькiсть ребер може мати простий граф з 8 вершинами,

в якому вiдсутнi цикли довжини 4?

16. «Потрiйнi точки»
На площинi задано 6 точок, жоднi три з яких не лежать на однiй прямiй.

Через кожнi двi з цих точок провели пряму. Точку площини, вiдмiнну вiд
заданих, назвемо потрiйною, якщо через неї проходить рiвно три з проведених
прямих. Знайдiть найбiльшу можливу кiлькiсть потрiйних точок.

17. «Точки кiльця»
Яку найбiльшу кiлькiсть точок координатної площини можна вiдмiтити

в кiльцi
{

(x; y)
∣∣ 1 6 x2 + y2 6 2

}
так, щоб вiдстань мiж будь-якими двома з

них була не меншою за 1?

18. «Розбиваємо круг»
Чи можливо трьома хордами, вiдмiнними вiд дiаметрiв, розбити круг на

декiлька рiвновеликих частин?

19. «Пофарбований многогранник»
Чи iснує такий опуклий многогранник, усi гранi якого є трикутниками i

поверхню котрого пофарбовано в синiй колiр, що його можна розрiзати на
тетраедри так, щоб усi вершини тетраедрiв були вершинами многогранника,
будь-якi два тетраедри зi спiльною вершиною мали або спiльне ребро, або ж
— спiльну грань, i в кожного з утворених тетраедрiв рiвно одна грань була
синього кольору?

20. «Геометрiя трикутника та екстремум»
Якого найменшого значення може набувати вiдношення довжини най-

бiльшої сторони трикутника до радiуса його вписаного кола?

21. «Вiдновлюємо трикутник»
Нехай CH — висота зображеного на дошцi трикутника ABC, в якому

∠C = 90◦, CA 6= CB. Учитель математики провiв серединнi перпендикуляри
катетiв CA i CB, якi перетнули пряму CH у точках K i M вiдповiдно, а
потiм витер рисунок, залишивши на дошцi тiльки точки C, K i M . Вiдновiть
трикутник ABC, використовуючи лише циркуль та лiнiйку.

22. «Вписаний многокутник»
Нехай A1A2 . . . A2n+1 — опуклий многокутник, a1 = A1A2, a2 = A2A3, . . . ,

a2n = A2nA2n+1, a2n+1 = A2n+1A1. Позначимо: αi = ∠Ai, 1 6 i 6 2n + 1;



αk+2n+1 = αk, k > 1; βi = αi+2 + αi+4 + . . .+ αi+2n, 1 6 i 6 2n+ 1. Доведiть,
що якщо

a1
sin β1

=
a2

sin β2
= . . . =

a2n+1

sin β2n+1
,

то навколо даного многокутника можна описати коло.
Чи має мiсце обернене твердження?

23. «Цiкаве геометричне мiсце точок»
Задано гострокутний трикутник ABC, через вершини B i C якого прове-

дено коло Ω, A /∈ Ω. Розглядаються всiлякi точки P ∈ Ω, якi не лежать на
жоднiй з прямих AB i AC i для яких спiльнi дотичнi описаних кiл трикутни-
кiв APB i APC не є паралельними. Нехай XP — точка перетину таких двох
спiльних дотичних.

23.1. Доведiть, що геометричне мiсце точок XP належить деяким двом
прямим.

23.2. Доведiть, що якщо коло Ω проходить через ортоцентр трикутника
ABC, то однiєю з цих прямих є пряма BC.

24. «Дiаметрально протилежнi точки»
Вписане коло ω трикутника ABC дотикається до його сторiн BC, CA i

AB в точках D, E i F вiдповiдно. Нехай точки X , Y i Z кола ω дiаметрально
протилежнi точкам D, E i F вiдповiдно. Прямi AX, BY i CZ перетинають
сторони BC, CA i AB в точках D′, E ′ i F ′ вiдповiдно. На вiдрiзках AD′, BE ′
i CF ′ вiдмiтили точки X ′, Y ′ i Z ′ вiдповiдно так, що D′X ′ = AX , E ′Y ′ = BY ,
F ′Z ′ = CZ. Доведiть, що точки X ′, Y ′ i Z ′ збiгаються.

25. «Локальнi екстремуми многочленiв»
Нехай многочлен P (x) має m точок локального екстремуму, а много-

член Q(x) має n точок локального екстремуму. Скiльки точок локального
екстремуму може мати многочлен F (x) = P (Q(x))?

* * *
Матерiали для проведення вiдбiркових етапiв турнiру пiдготували:
О.Г.Кукуш, О.О.Курченко, М.П.Мороз, Д.П.Мисак, I.М.Мiтельман, Д.Ю.Мiтiн,
В. М. Радченко, М. М. Рожкова, Р. В. Скуратовський, О. К. Толпиго, I. В. Федак, В. Д. Федач-
кiвський, Д. I. Хiлько, Г. М.Шевченко, В.А. Ясiнський.


